Lineare Algebra I [ MATH

Prof. Dr. P. Schwer, Dr. Y. Santos Rego, WS2022/2023

Ubungsblatt 5
10. November 2022
Morphismen, Algebraische Strukturen

Hausaufgaben

(Abgabe iiber Moodle bis spatestens 13:00 Uhr am 18. November 2022.)

Aufgabe H1
Beweisen Sie die Proposition 4.24 aus der Vorlesung: gegeben zwei Gruppen (G, o) und
(H,*) und einen Morphismus ¢ : G — H, zeigen Sie, dass folgende Eigenschaften gelten.

1. p(eq) = em, wobei e (bzw. ep) das neutrale Element von G (bzw. von H) ist.

2. o(g™1) = (p(g))~* fiir jedes g € G.
(Bemerkung: auf der linken Seite steht ,¢g~'“, also das Inverse von g in G beztiglich
der Gruppenoperation o von G. Analog steht auf der rechten Seite ,,(¢(g))~'*, d.h.
das Inverse des Elements ¢(g) € H beziiglich der Gruppenoperation % von H.)
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Aufgabe H2

Losen Sie schrittweise die Prasenzaufgabe 2 vom Préasenzblatt 4: Betrachten Sie die
komplexen Zahlen C, formell gegeben durch C ={z=a®ib|a € R,b € R}, wobei i die
imagindre Einheit genannt wird. Dazu betrachten Sie die folgenden Operationen, genannt
die Addition (bezeichnet in dieser Aufgabe mit ,®%) und Multiplikation (bezeichnet in
dieser Aufgabe mit ,,©“) komplexer Zahlen, definiert wie folgt.

Gegeben 2z =a1@ib; € C und 29 =ag Piby € C,
21 @ zg:= (a1 +a2) @i(by +b2) und 21 ©z9:= (a1-ag—by-be) i(ay-ba+ by -ag),
wobei ,,+* bzw. ,,-“ die iibliche Addition bzw. Multiplikation reeller Zahlen darstellt.
a) Beweisen Sie, dass fiir die imaginére Einheit die folgende Identitét gilt:

O@il)>=(0®il) o (0@il) = —1 0.

b) Erkléren Sie, warum (C, @) eine abelsche Gruppe bildet. (Vergessen Sie nicht, das
neutrale Element bzgl. ,®“ explizit anzugeben.)

c) Priifen Sie nach, dass fiir jedes z = a @ ib € C mit z # 0 @ i0 das Element

RIS
T \a? + b2 a? + b2

auch in C liegt und dass die folgenden Identititen gelten: z®27 ! = 1®i0 = 271 ® 2.
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d) Beweisen Sie, dass (C\ {0©1i0}, ®) ebenfalls eine abelsche Gruppe bildet. (Vergessen
Sie nicht, das neutrale Element bzgl. ,,®* explizit anzugeben.)

e) Erkldren Sie ferner, warum das Distributivgesetz fir das Tripel (C,®,®) gilt. In
anderen Worten: zeigen Sie, dass fur alle x,y, z € C gilt

rOYd2)=(0y)®(xoz) sowie (ydz)ozr=(yox)d (20 ).

(Bemerkung: Hat man die obige Aufgabe gelost, weifit man, dass die komplexen Zahlen
einen Koérper bilden. Weil die oben definierten Operationen ,,®“ und ,,0* fiir C sich
genauso wie die iiblichen Operationen der reellen Zahlen verhalten, schreibt man zur
Vereinfachung der Notation blof ,+* (bzw. ,-“) statt ,®* (bzw. ,,©*) — vergleiche
Beispiel 4.30(b) aus der Vorlesung. Aulerdem wird geschrieben einfach ,i“ fiir die
komplexe Zahl ,,0 ® i1“ und ,,r“ fiir die komplexe Zahl ,r @ 0i“. Somit lassen sich die
reellen Zahlen r € R auch als komplexe Zahlen mittels der Identifikation r — r & 0i
darstellen und es gilt die Eigenschaft 2 = —1 fiir die imaginére Einheit.)

Aufgabe H3
Betrachten Sie nun die Restklassen von Z modulo 4 bzw. 7, d.h. die Mengen

Fy:={[z]s|x€Z} Dbazw. Fr:={[z|]7|ze€Z}

der Aquivalenzklassen bzgl. der Relationen Ry C Z x Z bzw. Ry C 7 x Z wie in der
Vorlesung definiert. Auch aus der Vorlesung kennen wir fiir F; und F; eine Multiplikation
definiert durch

[l [yla = [r-yls wnd [2]7-[y]7 =[x y]7,

wobei die Multiplikation innerhalb der eckigen Klammern als die iibliche Multiplikation
der ganzen Zahlen interpretiert wird.

a) Bestimmen Sie alle Nullteiler von Fy sowie von Fr.
(Definition: Ein Element [x],, € F, heit Nullteiler, wenn [x],, # [0],, und es zu
(€] ein [y]m € Fin \ {[0];m} derart gibt, dass [x], - [y]m = [0].)

b) Ersetzt man , 7 gegen eine andere Primzahl p, ist es moglich, dass F,, Nullteiler
besitzt? Begriinden Sie ihre Antwort.
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