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Gruppen, Ringe, Korper

Hausaufgaben

(Abgabe iiber Moodle bis spdtestens 13:00 Uhr am 11. November 2022. Eine
Abgabekachel wird rechtzeitig freigeschaltet.)

Betrachten Sie folgende Definition:

Definition: Monoid

Eine Menge M mit einer Verkniipfung o : M x M — M hei3t Monoid, wenn die
Eigenschaften (I) und (II) der Definition einer Gruppe erfiillt sind, d.h. wenn es ein
neutrales Elemente e in M gibt und die Verkniipfung asoziativ ist.

Aufgabe 1
Zeigen oder wiederlegen Sie, ob folgende Mengen mit der angegebenen Verkniipfung
Monoide sind.

a)
b)

(N, +), wobei + die tibliche Addition auf N sei.

(N, -), wobei - die iibliche Multiplikation sei.

c) (R" +), wobei + die komponentenweise Addition der Vektoren aus R™ sei.
(

d) (R, x), wobei fiir a = (ay,as,...,a,)" und b= (b1, bo,...,b,)" in R™ die Verkniip-

fung x wie folgt definiert ist:

n

axb::Z:ai-bi.

i=1

e) Sei M eine Menge und bezeichne P = P(M) die Potenzmenge von M. Zeigen Sie,
dass P mit der Vereinigung U als Verkniipfung ein Monoid ist.

f) Sei Z[z] die Menge aller Polynome in der Variabel z mit Koeffizienten aus Z,
d.h. die Menge der ganzzahligen Polynome in einer Variabel. Betrachten Sie zwei
Verkniipfungen: Addition ,,+“ von Polynomen und der Multiplikation ,-“ von
Polynomen.
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Aufgabe 2
Welche der in Aufgabe 1 betrachteten Mengen mit Verkniipfung sind Gruppen? Begriinden
Sie ihre Antworten.

Aufgabe 3

Sei (G,0) eine Gruppe und g € G fest gewéhlt. Sei ¢, : G — G definiert durch
x> goxog h

a) Zeigen Sie, dass ¢ bijektiv ist und folgende Eigenschaft hat:

Va,b € G gilt ¢y(aob) = d,(a) o d,(b).

b) Unter welchen Bedingungen an g oder G stimmt ¢, in jedem Fall mit der Identi-
tasabbildung auf G tiberein?
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